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Sunto•. Mediante una cO.'ìtruzione effettiva si dimostra. erronea l'opinione 
che non esistono curt.·e algebriche piane 'i-rriducibili di ordine 8 e geo 
nere 5 aventi più di 13 cuspidi. 

l. È noto che a dati cara.tteri pliickerianì aritmeticamente ammis· 
sibili non sempre corrispondono curve alg€'briche piane effettiva· 
mente esistenti (I); nè appare facile dare criteri di esistenza valevoli 
in generale. I risultati dì ricerche in q ue8to senso sono stati messi 
in discussione da O. Z.HtI8KI che ha dimostrato la non esistenza 
di curve di ordino 8 dotat€' di 16 cuspidi (~). Successivamente 
R. AI'ÉRY ha aff -rmato la non esistenza di CUl've di ordine 8 di 
genere 5 aventi più di 13 0uspidi (3); ma i suoi ra.2ionltmenti non 
fòlono del tutto convincenti. Esaminando poi qualche esempio, si 
trovano dei casi che non si accordano con le sue conclusioni; in
fatti Bi può costruire una curva piana. irriducibile di ordine 8 di 
genere 5 dotata di 14 cuspidi (e due nodi.I. 

(1) Cfr. ENRIQUES e OHISINI, Teoria geometrica delle equazitmi. VoI. I, 
Libro II, § 21. 

(2) o. ZARI8KI, On the non existe-nce of curves or order 8 1vith 16 cusps, 
« Amer. Jour. of Math. ~. VoI. 53. 

(3) R. ApÉRY, Sur la -non existence de courbes pla-nes de VIlI Me dégré 
de genre 5 aàrntttant r:::: 14 rebroHssements. « C. R. Acad. Sci. de Paris })l 

2a, (1942)_ 
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Scopo della presente nota è uppunto la dimostrazione della ef· 
fettiva esistenza di una tale curva e dò non per semplice critica 
negativa ma pel'chè la dif.lcU8Sione di casi particolari (come raccolta 
di materiale d'esempio) può servire a meglio affrontare e rhwlvere 
la questione in generale. 

Ci sembra inoltre ehe il metodo qui seguito sia interessante, 
pel'chè costituisce un esempio, per molti aspetti caratteriBtico~ di 
applicazione dei risultati e dei procedimenti della teoria delle fun· 
zioni algebriche polidl'ome di due variabili (piani multipli) a que· 
stioni di e8.istenza di q nesto tipo. 

2. Consideriamo una Ruperficìe algebrica F .. di ordine 4 avente 
una retta doppi.a nodale '" e del resto generica. Fisl':It,udo un punto 
generico O di F, e proiettando F 4 stessa da O su un piano 7t si 
ottiene, come è noto, un piano triplo la cu~ curva di dirama.zione 'Ps 
ò irriducibile, ha ordine 8 e possiedE'l, come sole singolarità, 12 
cuspidi. 

Essa fii ottienf'l proiettando su 7C da O la curva 'PIO* che (insieme 
con la retta r contata du~ volte) costituisce la intersezione di F

4 

con la polare di· O ril;lpetto alla F 4 stessa ed ha in O un nodo. È 
pure noto che ogni cuspide di l'8 è traccia, su TI, di una retta per O 
che ha con F 4 un contatto tripunt,o in un punto semplice K di F 
stessa distinto da O; pertanto K appare come illtersezione (fuori 
di O) della F." della polare prima e della polare 6econda di O ri· 
spetto ad F 

4
• 

Consideriamo ora una superficie del IV ordine 1Jl che sia un
4 

caso particolflre della F, fiopra considerata, e precisamente possegga, 
oltre alla retta doppia r,' due punti doppi cOllici e due biplanari 
fuori di 'J'. La equazione di - una tale $4 irriducibile si scrive fa
cilmente in ba,se alle seguenti comdderazioni: 

fissato nello spazio un sistema cartesiano x, y. z sia C. una 
quu:t'tica irriducibile· del piano z = O dotata di una cuspide e due 
nodi ed in posÌ7<ione wmerica rispetto alla retta impropria. Siano 
1t = O ev = O le sue bitangenti e sia b2 = O una conica passante 
per i loro punti di contatto con C4 e del resto generica, in partico
lare non passante pE'r il punto comune ad 'U e v. ~ noto allora che 
la equazione di C, può essere scritta nella forma 

(doye c2 = O è UDa conica opportuna quadri tangente alla C,'I. Si 
deduce di qui che la C, può essere considerata. come curva di di· 
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ramazione del piano doppio 

(1) 

Ora· si riCOllO~ve che le .sezioni della superficie $~ rappresenta.ta 
dalla (1) con i piani generici della stella avente centro IleI punto Zoo 
(improprio dell' asse z) hanno ivi un nodo, e che es.iate un ,unico 

fascio di piani per Z<Xl (e precisamente i piani di equazione 
)'IU. + Àtv = O) talE' che il piano generico di esso interseca <1)4 se
condo Ulla curva. la quale, per F ipot.esi fat.ta sulla conica b't::::: 0, 
ha in Z.,.,. una cuspide (e non una singola.rità ·sup'eriore~. Tanto 
basta per poter concludere che la superficie $4 ha in Z'X un punto 
doppio biplanare i8ola.to. 

Inoltre la superficie $4 possiede la retta impropria del piano 
~:::= O come retta doppia; la quale ha carattere nodale perchè in 
caso contrario apparterrebbe alla eurYa di diramazione del piano 
doppio (i), e sulln. qUA,le non vi Rono punti ipermultipli1 pt->l'chè 1M 
superficie polare prima di Z'JO rispetto alla $4 la incontra in quattro 
punti distinti, che risultano essere i punti impropri della Ci' e 
SUllO punti cU8pidali per la retta. doppia.. 

InfinA.le altre singola.rità di 4'" si proiettano in singolarità di O~ 

e risultano essere 1111 punto doppio biplauare (che si proietta nella 
cuspide di C.) e due conici (ehe si proiettano nei nodi di O,,). 

Abbiamo costruito cos1 una 8uperfice 4>" del IV ordine avente 
una retta doppia nodale r e due punti doppi conici. e due bipla.. 
nari fLlOri di 1'. Essa è irriducibile in ge,uerale, ma non ci importa 
dimostral'lo qui, pel'chè la sua irriducibilità apparirà chiara nel 
seguito come consPoguenza di quella di una seeonda superficie del 
IV ordine, che è caso partieolare di questa. 

Consideriamo ora un punto generico O della. fi>uperficie 4>.. rap
presentata dalla {l); la curva di diramazione del piano triplo che 
si ottiene proiettando (Il .. (la O t'lU un piallO generico è ancora una tf8 

di ordine 8 phe ha due cuspidi e due nodi in più .della curva che 
si ottiene in relazdone alla F .. generica. 

Sia infatti iV lln punto doppio conico di ~.; 6860 fili proietta in 
un nodo iV' della curva di diramazione suddetta; ma N' non as
sorbe nessuna delle cuspidi di 98 tl'atc1e delle rette per O aventi 
un rontatto tripunto con tll.( InoI-i di O, giacchè la retta OiV, per 
la genericità di 0\ ha Rolo due intersezioni riunite in N con <p... 

Considerazioni analoghe si possono ripetere per ogni punto bi. 
planare. 

Dimostreremo ora che la curva di diramazione del piano triplo 
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che Bi ottiene proiettando una ~mperficie del IV ordine avente una 
retta doppia r e dll€! punti doppi coniei e due biplanuri (fuori di -r) 
ila un suo punto generico O è irriducibile in generale. 

A tal fine basterà l'iconoscere la cosa in un caso particolare~ 

dimostrando, come faremo l che è irriducibile in un tale caso la 
curva spaziale Q;1"* di ordine 10 che (insieme con la retta J' con· 
tata due volte) llostituisce la intùl'~ezione d~lla ~uperficie suddetta 
e della polare del punto O rispetto ad essa. 

3. Sia i Ulla cubica cuspidat.a irrirlllcibile del piano z = O e sia A 
la sua cuspide; Ai consideri il sistema lineare ! di tutte le qual'· 
tiche (dello stesso piano} aventi un plUlto doppio in .A e l'loggette 
"]le ulteriori condizioni di tocca.re r in un pnnto fissa,to B (fuoJ'i 
di A) ed o8culttrla, in due altri punti C e D fissati (pure fuori di A). 

È chiaro chp y è curva base per il si8tema S il quale pertanto ri" 
sulta avere dimensione 3 perchè, detta ,+ una quartica soddisfa
cente 811e condizioni suddette A non spezzata nella cubica ì' ed in 
Ulla retta, tutte le curve dpl sistema si possono manifestamentE' 
rappresentare nella forma 

y - (ì.x + fl-Y +- \I)'{ = o. 

Qllindi il sistema .E appare co~tituito da tutte lo ~urve che l':i ot· 
tengono proiett<.mdo dal pUlito Zoo le sezioni del monoide 

(21 z = tlr 

eseguite con piani dello spazio di equazioni 

È facile verificlll'c ehto il monoiflf~ (2) è irrirlucibile, possiede 
una retta dOPIJia 1" che passa per Zx, e si proietta in A, un punto 
doppio conico che si proietta in B e due biplanari che si proiet
tano in C e D. 

Quindi il monoide rappresentato dalla equazione (2) appnre come 
un ca,w particolare della 8upel'ficie (1)4, del IY Ol'clinf> che abbiamo 
considerato. Tuttavia eseguiremo i calcoli che ci iutereSFallo as
sumendo, como è lecito. n"n f'RoSO particolare di monoide e precisa
mente quello che si ottiene rendendo infinitamente viqini, sulla 'l' 
ì punti B, C e D t:l q l1iucii imponendo alle curve del ~i!'ltf!ma ~ di 
avere un contatto 8-punto con la 'r in un suo punto B* fissato. 
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.... Consideriamo dunque il IDOlloide M di equazione 

(3) M = i o = x'y'./ (y + x 3
) ! . 

Esso ha come retta doppia r la retta im propria del piano x= O 
e le sue sezioni con i piani d~llo spazio 

z=Àx + II-Y+v 

sì proiettano da Zx> nelle curve del sistema 

tutte aventi un punto doppio nel punto Y'Xl (improprio dell' asse 
!lelle !Jt ed un contatto H-punto con la cubica. O( di pquazìone 

y ;::;: : y -+- x 8 _ OI 

nell' origine delle coordinate. 
Il monoìde M rappresentato dalla (3) è dunque chiaramente Ull 

caso particolare del monoide rappresentato dalla (2) del precedent.e 
paragrafo. 

Fissiamo ora. su 1J! il punto semplice O di coor(1ìnate x = L, 
11 = 1, Z = 1/2 e cOlHlìùeriamo la superficie .zII', J.lolar~ di O rispetto 
ad AI, di equazi01H~ 

M' = I 213x'0 - 2xy') + 2(0 - 2O"y) + y + x' + 4yo = OI 

la quale, come si verifica immediatamente, non ha in ContllnB con 
il monoide ].[nessuna retta pa~8ante per Z"O' all'·infuori della retta 
impropria del piano x = O che è doppia per ..Il! IO! semplice per M'. 

La intersezione di ]f con .L'I' consta qninrli (della retta r sud· 
d~tta contata due volte el di una cur'TR, ::PIO*' di ordine 10 della quale 
non fa, parte nessuna retta per Z"", e che ha un punto quadruplo 
in Z x; ed un punto doppio in 0, 

La sua proiezione da Z"><) sul piano z = O è la ~estica f di 
equazione 

t = I 2x'y'(3x' + 2y + 1) + (y + x')!y + x' - b'y - 4O'y') = OI. 

Quindi, per quanto pree~de. provata la irriducibilità di f sarà 
provata anche quella di 910*' 

~i noti ora che t possieùe un punto triplo in Y<x>, un punto 
doppio in. O', di cooràinate x = L ed y = 1, proiezione di O da Z""" 
ed infine quattro punti doppi nell'origine deg-li assi. infinitamente 
vicini sul ramo lineare y = - x 3• Quindi le -eubich'e ~gginnte del 
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fa~cio 

(4) x' + y(l- 2x) + txy(x -1)=0 

(dove t è un parametro Yariabil~) SCORno su t delle coppie di punti 
variabili. costituenti una gli (che è la serie canonica di f). LE'. 
ascisse dei punti appartenenti alla· g2 I suddetta SOIlO date dalla 
equazione 

(5) (t' + 4t' + 2t)x' - (t' + 6t' + 14t + 8)x + t' + 4t + 6 = O. 

Proveremo per assurdo che la t ò irrid ucibile; infatti in caso 
contrario deve verificarsi almeno una delle due ipotesi seguenti: 

a) esiste una parte di t su cui non cade nessun punto della g2 1 

suddettaj 
b) i punti appartenenti a coppie della Y: l descrivono due parti 

di,tinte di f ('). 
Nell'ipotesi a) devono esistere dei valori di t in corrispondenza 

ai quali la curva del fascio (4) e la f hanno una pa'l'te eomune. 
,l\la sì verifica anziitutto direttamente che questo non avviene per 
t = co; se poi avvenisse per un valore finito di t questo rende
rebbe identicamente soddisfatta la (.5) e ('.Ìò si esclude osservando 
che non esistono radici comuni ai tre coefficienti delle potenze di x 
nella (5). 

~ell'ipotesi bI la g2 J, e quindi la funziollB algebrica x(t) defi· 
nita dalla (5)l non avrebbe diramazioni. E ciò si esclude osservando 
che il discriminante della (5) è. dato dal polinomio 

<1 = t' + 8t' + 32t' + 881' + 1641' + 176t + 64 

il quale, variando t da - 1 a zero, cambia di segno; il che basta 
per concludere che nel suddetto intervallo esiste un numero di· 
spari di radici reali e quindi il gruppo di monodromia della g./ è 
bansitivo. 

A questo punto possiamo riassumere i, risultati della nostra 
analisi enunciando le seguenti proposizioni: 

I. - Esistono 'superfici !.fl 4 del IV ordine irriducibili, aventi 
una retta doppia nodale 1" e due punti doppi conici e due bipla. 
nari isolati fuori d.i r. 

Il. - La curva di eontatto delle tangenti mandate ad una 

(~) Chiediamo venia al Lettore del fatto che la' trattazione è condotta 
su un tono generale di analisi minuta, che può l'hmltal'e tediosa: ma ciò è 
richiesto necessariamente dall'argomento alquanto maltido. 
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siffatta (1)4 da un suo punto generico O è una curva 910* di ordine 10 
irriducibile, avente un pUlIto doppio in O. 

III. - La proiezione su un piano generico dal punto O dellit 
suddp.tta 'f'IU* è una curva h irriducihile di ordine 8 dotata di 14 
cUl'lpidi e due nodi. 

Quindi in particolare: 

IV. - Esistono curve algebriche pi~ne irriducibili di ordine 8 
di genere 5 aventi 14 cuspidi. 
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